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前言

前言

对于信息学竞赛中的一些题目，其并不能直接被归类于某一类算法，包括
随机化、组合构造或其他被称为乱搞的方法。

对于很多同学来说，这一类题目往往看上去很难想到，但其解法和一些核
心的思路、tricks 并非无迹可寻。

对于另一些题目来说，也许其正解较难，但其可以通过随机化等乱搞方法
获得较高的部分分甚至满分的分数。

在本 ppt 中，我们将主要借助一些题目逐渐探索、了解这一类方法，并努
力掌握里面的一些核心思路。
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随机化算法

随机化算法与确定性算法相对，通常并不一定保证方法的正确性（包括：
算法正确性，时间空间的正确性），而是只需在极大概率下方法能够正确运行。
换一句话来说，这些算法的正确性与时空复杂度通常依赖于某些随机事件

发生的概率很小且这类随机事件无法被特殊构造这一前提。

随机化算法通常依赖于概率和随机数，因此在介绍具体的随机化算法前，
我们先简单介绍概率和随机数的知识。
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概率

概率反映了随机事件出现的可能性大小，对于某个事件 A，我们将其概率
称为 P(A)，P(A) 的大小一般在 [0, 1] 之间。
当 P(A) = 0 时，我们称事件 A 为不可能事件。
当 P(A) = 1 时，我们称事件 A 为必然事件。
对于 P(A) ̸= 0 或 1 的情况，我们称事件 A 为可能事件，这一类事件通

常可能发生，可能不发生；P(A) 的大小越接近 1，事件 A 就越可能发生。
当用 A 代表我们使用的随机化算法时，我们的目标即是让 P(A) 尽可能

大，从而代表着我们正确的概率越高。
概率和统计上的频率有着对应的关系，这也是我们使用随机化算法的基

础。
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随机数生成

随机化算法中另一个重要的前置知识是随机数的产生。在 oi 中常用的与
随机相关的函数有以下两个：

rand()
调用 rand() 函数会返回一个 [0,RAND_MAX] 中的随机非负整数，其中
RAND_MAX 是标准库中的一个宏，在 Linux 系统下 RAND_MAX 等于
231 − 1。
通常，我们可以用取模来限制所生成的数的大小。如果我们想要生成 [L,R] 中
的一个随机数 (1 ≤ R − L + 1 ≤ 231)，我们可以使用 rand()%(R − L + 1) + L
进行生成。

random_shuffle(first, last)
调用 rand_shuffle(first, last) 函数会将指针 [first, last) 之间的序列随机打乱
（注意为左闭右开，与 sort 等函数相同）。
例如，如果我们需要将数组 a[1] 到 a[n] 的数重新打乱，语句写为
random_shuffle(a + 1, a + n + 1)。
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一个简单的例子

通过随机撒点估算圆周率（Markov 方法）
考虑下列估计圆周率 π 的精确值的算法：
在正方形区域 [−1, 1]2 内随机生成 n 个点，记其中落入单位圆盘 x2 + y2 ≤ 1

的点数为 m，则可以取 4m
n 为 π 的近似值。

为什么可以这样计算？
概率和频率之间有着天然的对应关系！
利用这一关系，我们利用成功概率较大的方法，就可以获得较高的正确率，

从而可以在题目中获得更高的分数。
接下来，我们将通过一些题目来了解随机化的方法和一些技巧。
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最大团问题1

当 G′ 是图 G 的子图，且 G′ 是关于 V� 的完全图时，称子图 G′ 为图 G
的团。
当 G′ 是团，且不是其他团的子集时，G′ 为图 G 的极大团。
当 G′ 是极大团，且点数最多时，称 G′ 为图 G 的最大团。
给定一个 n 个点 m 条边的图，求这个图的最大团大小。、
n,m ≤ 1000

1经典问题
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最大团问题

最大团从本质上来说是 NP 问题，目前常用搜索的方法。

但搜索的剪枝往往并不容易想到，有没有什么更容易的方法呢？
一个简单的思路是一个一个点加入，每加入一个点判断是否与之前在团里

的所有点有边，若有边，则加入团中；否则不加入。不断这样重复直至 n 个点
都做完。

观察到团的要求实际上非常苛刻，最大团的大小也较小。
考虑对于最大团内的点而言，其加入的顺序并不影响最大团的构造。
对于最大团外的点而言，其能够满足加入条件的概率较低，
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最大团问题

我们考虑多次 random_shuffle 一个 1 的序列，按照上面的方法按序列顺
序加入构造最大团。

取多次计算中大小最大的一次作为答案。
这样的正确性在于：根据我们之前的分析，在一定的概率下，序列的顺序

并不会对最大团的构造造成影响。
假设这个概率为 p, 我们重复计算 k 次，那么最终答案正确的概率为

1− (1− p)k。
当 k = 10, p = 0.3 时，这个值就到了 0.97。事实上，我们可以在时间范围

内尽可能多的增加随机的次数，从而可以达到最高的正确率。
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[TJOI2015] 线性代数2

给定一个 N × N 的矩阵 B 和一个 1× N 的矩阵 C。求 1× N 的 01 矩阵
A 中, 使得 D = (A × B − C)× AT 最大对应的 D。其中矩阵中的数都是非负
整数。
其中 AT 为 A 的转置。
N ≤ 1000

2luogu P3973
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[TJOI2015] 线性代数

考虑题目可以转化为给定 N 个数，在其中选取任意个数。当选取 i 时，会
有 −c[i] 的贡献，而对于同时选取两个数 i, j 时，会有 b[i][j] + b[j][i] 的贡献。
题意即求这个贡献的最大值。

如果熟悉网络流的同学很容易发现可以通过网络流建图求解这个最大值，
但在 NOIP 的赛场上，从想出一个网络流到写完一个网络流显然不是一个简单
的过程。

考虑我们如何使用随机化解决这个问题，一个简单的随机思路是每次随机
一个 A，去计算对应的贡献，这样的计算复杂度是 O(N2) 的。
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有 −c[i] 的贡献，而对于同时选取两个数 i, j 时，会有 b[i][j] + b[j][i] 的贡献。
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[TJOI2015] 线性代数

但这样并没有用到题目中的性质，且能随机的次数很少，我们考虑怎样是
一个比较好的选择方式。
一个比较直观的想法是选的数目应该较多，因为选的数量越多，所能提供

的第二部分的贡献就会越多。

那我们就可以从全 1 的 A 矩阵出发，每次随机修改其中一位，不断计算
结果。这样能够保证其选择的数量是较多的，理论上来说取得的贡献也会更优。

更好的是我们发现，这样进行修改，我们每次可以只计算与修改的哪一位
相关的贡献，每次重新计算的复杂度编程 O(n) 的了！

这样我们可以大幅度的提高随机的次数。在实际情况下，1500 次左右可
以通过此题。
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一个小结

诸如这一类的题目还有很多，使用随机化 + 贪心的方法可以通过很多正
解并非随机化的题目。

这些题目往往是一些最优化的题目，可能正解较难（如 [WC2018] 通道），
但通过这样的方法能简单地取得高分

就算无法通过正解，随机化往往也能帮助你拿到不错的分数，帮助你获得
一些标准暴力之外的分。

但有一些题目正解本身就是随机化，接下来介绍一些以随机化思路作为正
解的题目。
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[NOIP2014 提高组] 解方程 3

已知多项式方程：

a0 + a1x + a2x2 + … + anxn = 0

求这个方程在 [1,m] 内的整数解（n 和 m 均为正整数）。
数据范围：0 < n ≤ 100, |ai| ≤ 1010000, an ̸= 0,m ≤ 1000000

3Luogu P2312
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[NOIP2014 提高组] 解方程

观察到数据范围非常大，直接对 [1,m] 里的每个数计算显然行不通

考虑令：

f[x] =
n∑

i=0

ai ∗ xi

即我们需要求 f[x] = 0 对应的解。
而当 f[x] = 0 时有对于任意 p，f[x] mod p ≡ 0
因此我们可以考虑随机多个模数 p，计算数 x 对应的 f[x] 在 mod p 意义

下是否为 0。
如果均为 0，则可视为其即为对应的解。



NOIP 杂项选讲
随机化算法

例题

[NOIP2014 提高组] 解方程

观察到数据范围非常大，直接对 [1,m] 里的每个数计算显然行不通
考虑令：

f[x] =
n∑

i=0

ai ∗ xi

即我们需要求 f[x] = 0 对应的解。

而当 f[x] = 0 时有对于任意 p，f[x] mod p ≡ 0
因此我们可以考虑随机多个模数 p，计算数 x 对应的 f[x] 在 mod p 意义

下是否为 0。
如果均为 0，则可视为其即为对应的解。



NOIP 杂项选讲
随机化算法

例题

[NOIP2014 提高组] 解方程

观察到数据范围非常大，直接对 [1,m] 里的每个数计算显然行不通
考虑令：

f[x] =
n∑

i=0

ai ∗ xi

即我们需要求 f[x] = 0 对应的解。
而当 f[x] = 0 时有对于任意 p，f[x] mod p ≡ 0

因此我们可以考虑随机多个模数 p，计算数 x 对应的 f[x] 在 mod p 意义
下是否为 0。

如果均为 0，则可视为其即为对应的解。



NOIP 杂项选讲
随机化算法

例题

[NOIP2014 提高组] 解方程

观察到数据范围非常大，直接对 [1,m] 里的每个数计算显然行不通
考虑令：

f[x] =
n∑

i=0

ai ∗ xi

即我们需要求 f[x] = 0 对应的解。
而当 f[x] = 0 时有对于任意 p，f[x] mod p ≡ 0
因此我们可以考虑随机多个模数 p，计算数 x 对应的 f[x] 在 mod p 意义

下是否为 0。

如果均为 0，则可视为其即为对应的解。



NOIP 杂项选讲
随机化算法

例题

[NOIP2014 提高组] 解方程

观察到数据范围非常大，直接对 [1,m] 里的每个数计算显然行不通
考虑令：

f[x] =
n∑

i=0

ai ∗ xi

即我们需要求 f[x] = 0 对应的解。
而当 f[x] = 0 时有对于任意 p，f[x] mod p ≡ 0
因此我们可以考虑随机多个模数 p，计算数 x 对应的 f[x] 在 mod p 意义

下是否为 0。
如果均为 0，则可视为其即为对应的解。



NOIP 杂项选讲
随机化算法

例题

最小圆覆盖 4

在一个平面上有 n 个点，求一个半径最小的圆，能覆盖所有的点。
n ≤ 105

4Luogu P1742
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最小圆覆盖

性质 1
最小圆覆盖具有唯一性.
若不唯一，假设有两个最小圆覆盖，则所有点都在对应的交集内。取交集的弦
作为新圆的直径即可获得一个更小的圆覆盖。与最小圆覆盖矛盾
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最小圆覆盖

性质 2
若圆 O 是点集 S 的最小圆覆盖，则再新加一点 p。若其在圆 O 的外部，则新
点集的最小覆盖圆一定过点 p，即 p 一定在最小圆覆盖上。
若不经过点 p，则一定可以取一个更小的经过点 p 的圆。
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最小圆覆盖

性质 3
最终的最小圆覆盖一定只有两种情况：
要么为圆上至少有三个点，则三个点不共线的确定了这个圆。
要么为圆上只有两个点，则该圆以两点的连线作为直径。
若不然，则一定可以找到一个更小的圆（对于一个点或不以两点连线为直径的
情况）



NOIP 杂项选讲
随机化算法

例题

最小圆覆盖

算法过程：
假设圆 O 是前 i − 1 个点的最小覆盖圆，加入第 i 个点，如果在已经包括

在圆内则什么也不做，否则新得到的最小覆盖圆肯定经过第 i 个点。

我们知道三个点可以确定一个圆，因此我们在前 i − 1 个点中继续寻找剩
下的两个点，首先我们以第 i 个点为基础（半径为 0），依次加入第 j 个点，若
第 j 个点在圆外，则最小覆盖圆必经过第 j 个点。

我们再按照上面的步骤，以 i，j 作为直径，寻找第三个点 k，最终确定前
i 个点的最小圆覆盖。

遍历完所有点之后，所得到的圆就是覆盖所有点的最小圆覆盖。
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最小圆覆盖

这个算法看上去是 O(n3)，实际上当我们考虑概率时可以发现每一次进入
内层循环的条件为上一层循环为之前最小圆覆盖圆外的点，也即确定新的最小
圆覆盖的三个点之一。

这样的概率为 3
n，因此最终的复杂度为：

O(n)× (O(1) +
3

n × O(n)× (O(1) +
3

n × O(n))) = O(n)

在输入时需要随机化所有点 (random_shuffle)，这样可以防止特殊构造数
据导致复杂度错误。

随机化是一个好习惯！
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Tourism 5

给定一个 n 个顶点的无向带权完全图，求从点 1 出发，经过 k 条边后回
到点 1，且不经过奇环的最短花费。（可以经过重复的点和边）
其中奇环指对于某个顶点 v，经过 v 后，走了奇数条边又回到 v。
n ≤ 80, k ≤ 10

5Codeforces 1310D
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Tourism

考虑不存在奇环的图实际上为二分图，而二分图可以黑白染色。

我们考虑将这幅图的 n 个点二分染色，如果染色正确，则我们相当于去除
了奇环的条件，很容易通过一个 dp 求解。

而如果我们随机二分染色，对于正确答案对应的路恰好被染成黑白交替颜
色的概率为 p = 1

2k−1，最小为 1
512
。

我们只需要取足够多的次数 T，即可使 1− (1− p)T 很小。
在实际做题的过程中，取 T = 1500 即可通过此题。
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Tourism

考虑不存在奇环的图实际上为二分图，而二分图可以黑白染色。
我们考虑将这幅图的 n 个点二分染色，如果染色正确，则我们相当于去除

了奇环的条件，很容易通过一个 dp 求解。
而如果我们随机二分染色，对于正确答案对应的路恰好被染成黑白交替颜

色的概率为 p = 1
2k−1，最小为 1

512
。

我们只需要取足够多的次数 T，即可使 1− (1− p)T 很小。
在实际做题的过程中，取 T = 1500 即可通过此题。



NOIP 杂项选讲
随机化算法

例题

Andy and Maze 6

在 n 个点和 m 条边的无向图中，每个点有一个宝石，你要收集 k 个宝石
才能逃脱，被访问的点不能再访问第二次，求任选起点可能经过的最大权值是
多少？

n,m ≤ 104, 2 ≤ k ≤ 6

6hdu6664
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随机化算法

例题

Andy and Maze

和上题类似，我们不方便处理不经过重点的条件。

我们考虑随机染色，每个点染上 [1, k] 之间的颜色，要求每一步走到颜色
恰好多 1 的点上。

这样求解就可以通过增加一个虚拟源点的最短路解决。
每次随机染色求解，正确率为 k!

kk，重复多次即可。
这道题展现了一个经典的套路，当遇到某个条件不好处理时，可以考虑通

过随机染色，构造一个更强的条件解决。
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我们考虑随机染色，每个点染上 [1, k] 之间的颜色，要求每一步走到颜色

恰好多 1 的点上。
这样求解就可以通过增加一个虚拟源点的最短路解决。
每次随机染色求解，正确率为 k!

kk，重复多次即可。
这道题展现了一个经典的套路，当遇到某个条件不好处理时，可以考虑通

过随机染色，构造一个更强的条件解决。



NOIP 杂项选讲
随机化算法

例题

Kuroni and the Punishment 7

给定 n 个正整数 ai，每次操作可以选择某一个数 +1 或 −1（需要保证操
作后仍为正整数）。
求使得所有数的 gcd 不等于 1 的最小操作次数。
n ≤ 2× 105, ai ≤ 1012

7Codeforces 1305F
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例题

Kuroni and the Punishment

假设我们知道了最终的 gcd，那我们可以 O(n) 扫一遍获得需要操作的次
数。

另外，我们也可以发现答案至多为 n。因为当我们取 gcd = 2 时，要改的
数的数量就是序列中奇数的数量。

因此，紧接着可以推出操作次数 ≥ 2 的数的数量一定 ≤ n
2
。

那么，我们随机一个数 ai，则 ai, ai + 1, ai − 1 三个数的某个质因子在最
终答案的 gcd 内的概率是 ≥ 1

2
的。

我们重复选取 ai，枚举这三个数的质因子，更新答案即可解决。
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随机化算法

例题

[BJOI2014] 想法 8

小强要出一套题目。他为了出题，一共攒了 M 个本质不同的想法，每个
想法形成了一个题目。不过，他觉得拿这些题目去考察选手会把比赛搞的太过
变态，所以，想请阿米巴来帮忙调整一下他的题目。
阿米巴指出，为了让一场考试的题目的考察点尽量全面，有一个通用的做

法叫做「组合」。如果把两个题目 A 和 B 组合在一起，那么组合而成的题目涉
及到的想法的集合就是 A 涉及到的想法的集合和 B 涉及到的想法的集合的并。
并且，题目是可以反复组合的。
例如，小强现在有三个想法 1, 2, 3，分别对应了题目 P1,P2,P3。
现在，小强把 P1 和 P2 组合得到 P4。P4 涉及的想法的集合是 {1, 2}。
之后，小强把 P2 和 P3 组合得到 P5。P5 涉及的想法的集合是 {2, 3}。
最后，小强把 P4 和 P5 组合得到 P6。P6 涉及的想法的集合是

{1, 2, 3}。‘
现在，小强告诉你每个题目都是如何组合而来的。你要回答的就是，每个

题目涉及的想法的集合有多大。
M ≤ 105, N ≤ 106

评分方式：对于每个输出文件，如果其中你有 95% 以上的行的答案和正
确答案的误差不超过 25%，那么你就可以得到分数。所谓误差不超过 25%，
即，如果正确答案是 X，那么你的答案在 [0.8X, 1.25X] 这个闭区间内。

8luogu P4581
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例题

[BJOI2014] 想法

对于每个想法 Rand 一个随机数代表它，每次合并的时候保留前 T 小的
数, 并记录其出现次数。

最后算答案时，如果出现种类少于 T 就直接加上去，否则我们估计他的
大小为 T×RAND_MAX

RAND_T ，其中 RAND_T 是第 T 小的 RAND 出来的数。
为什么这样是正确的？
设包含的总想法数为 L，在 L 中取到 T 的期望为 T

L，而随机数是均匀分
布的，所以 T

L 会等于
RAND_T

RAND_MAX，所以
T×RAND_MAX

RAND_T
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随机化算法

例题

Problem with Random Tests 9

给出一个 01 串 s，请你任意选择两个子串 s1, s2，输出将他们向右对齐按
位或的最大值的二进制表示。

n ≤ 106

保证数据随机生成

9Codeforces 1743D
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随机化算法

例题

Problem with Random Tests

由于长度越长，01 串就越大，因此两个子串 s1，s2 中必定有一个为 s 串
本身。

那么考虑去掉 s 串的前导 0，在剩下的串中，考虑贪心。
我们考虑如何能把从左到右第一个 0 变为 1，当且仅当选择的串长度大于

从这个 0 到串末尾的长度。
满足这样条件的子串左端点一定在第一个 0 的左边，考虑枚举第一个 0

对应的在 s2 中的位置，暴力进行判断即可
为什么复杂度正确？数据随机，不会存在长串连续的 1。
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例题

Problem with Random Tests

数据随机生成有什么性质？
树–深度几乎是 O(log) 级别
图–每个点的度数较为平均
其他序列–序列分布平均，不会出现长期对某一段的操作，不会出现很长

一段相同
对于数据随机需要敏感起来！这也是题目提供的条件之一。



NOIP 杂项选讲
爬山与退火

简介

爬山算法

如果有一个盲人拄着拐杖想要爬到山顶 (或回到山脚)，他只能通过拐杖去
探测当前他所在的位置的局部信息，他该如何做？

盲人的做法：不断探测周围的信息，从而决定当前最优的行走方向，循环
往复，直到达到他的目的地。

根据这种思路，我们出现了爬山算法。
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爬山与退火

简介

爬山算法

爬山算法 10

爬山算法是一种局部择优的方法，采用启发式方法，是对深度优先搜索的一种
改进，它利用反馈信息帮助生成解的决策。
直白地讲，就是当目前无法直接到达最优解，但是可以判断两个解哪个更优的
时候，根据一些反馈信息生成一个新的可能解。
因此，爬山算法每次在当前找到的最优方案 x 附近寻找一个新方案。如果这个
新的解 x′ 更优，那么转移到 x′，否则不变。

爬山算法容易陷入局部最优解:

10from OI Wiki
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爬山与退火

简介

退火算法

爬山容易陷入局部最优解，如何解决？
多次随机选择点出发，寻找最优解。

—-仍然有可能陷入局部最优解，且需要手动选择调整，不通用
能否在迭代过程中以一定概率随机跳出局部最优解？
—-于是产生了模拟退火算法
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能否在迭代过程中以一定概率随机跳出局部最优解？
—-于是产生了模拟退火算法
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退火算法

退火算法

退火算法优化了爬山算法可能陷入局部最优解的情况。
简而言之，退火的思路在于：随机选择周边的新状态，如果新状态的解更优则
修改答案，否则以一定概率接受新状态。
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爬山与退火

简介

退火算法

如何降温

模拟退火时我们有三个参数：初始温度 T0，降温系数 d，终止温度 Tk。其中
T0 是一个比较大的数，d 是一个非常接近 1 但是小于 1 的数，Tk 是一个接近
0 的正数。
首先让温度 T = T0，然后按照上述步骤进行一次转移尝试，再让 T = d · T。
当 T < Tk 时模拟退火过程结束，当前最优解即为最终的最优解。
注意为了使得解更为精确，我们通常不直接取当前解作为答案，而是在退火过
程中维护遇到的所有解的最优值。

在模拟退火和爬山之外还有遗传算法，但由于在 OI 中使用并不多，大家
可以在课下自行学习
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NOIP 杂项选讲
爬山与退火

例题

均分数据11

有 n 个正整数 a1, . . . , an，将他们分为 m 组，使得每组数值和均方差最
小. 即

σ =

√∑n
i=1(xi − x)2

n , x =

∑n
i xi

n
σ 为均方差,x 为各组数据和平均值, xi 为第 i 组数据的数值和。

m ≤ n ≤ 20, 2 ≤ m ≤ 6

11HAOI2006



NOIP 杂项选讲
爬山与退火

例题

均分数据

直接使用模拟退火。
首先随机每个数在哪个组里。
每次随机选择一个数, 然后把他拿出来, 然后贪心地放入当前权值最小的

那一组中去。
不断退火可以得到最终的答案。（基本 100 次左右就能推出最优解）

模拟退火也需要使用一些贪心或其他的方法，尝试尽量优秀的解。
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NOIP 杂项选讲
爬山与退火

例题

Space Rescuers12

给定三维空间的一些点，求出一个点使得该点到其它点的最大距离最小。
n ≤ 100

12Codeforces 106E



NOIP 杂项选讲
爬山与退火

例题

Space Rescuers13

观察到其确定某两维后，另一维为单峰函数。

当然可以使用三分套三分，但为什么不使用更加简单的退火呢？
随机选择初始点，使用退火寻找最优解。
当遇到存在一定单调性，但并不方便利用其单调性时，可以使用退火进行

处理。

13Codeforces 106E
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NOIP 杂项选讲
构造

简介

组合构造

构造题是 OI 比赛中一种常见的题型，但其比较特别的是，其并不能被总
结为某一种知识点，相比较而言，其更像是“人类智慧题”。

一般而言，构造题常常需要选手较为敏锐的洞察力、对题目较为详细的分
析和对数论、图论中的一些知识较为深刻地理解。

构造题也需要选手大胆地做出假设和猜想。
当然，构造题也存在一些常见的构造思路，我们将在以下的例题中进行展

示。
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NOIP 杂项选讲
构造

例题

平方

请构造一个长度不超过 100000 的序列 a1, . . . , an，其中恰有 k 对
1 ≤ i < j ≤ n 满足 ai + aj 为平方数，1 ≤ ai ≤ 100000�1 ≤ k ≤ 109。



NOIP 杂项选讲
构造

例题

平方

并没有要求不能重复，实际上往往构造可以使用大量重复的元素

在这个题中，我们首先可以选取两对和为平方数数字，如：
5 + 11 = 16, 1 + 3 = 4，然后构造一个由 5, 11, 1, 3 组成的序列。

假设有 a 个 5，b 个 11，c 个 1，d 个 3，就恰好有 ab + cd 对。
构造这样的 abcd 是很容易的，选取

a = [sqrt(k)], d = k mod [sqrt(k)], c = 1, b = (k − d)/a 即可。
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NOIP 杂项选讲
构造

例题

Errich Tac Toe14

你有一个 n× n 的棋盘，上面有一些棋子。你需要使一些 X 变成 O，使一
些 O 变成 X，从而使棋盘上没有连续的 3 颗相同的棋子（只考虑横竖，不考
虑斜线）。
你改变的棋子数量不能超过总棋子数量的 1

3

n ≤ 100, t ≤ 100（t 为数据组数）

14Codeforces 1450C2



NOIP 杂项选讲
构造

例题

Errich Tac Toe

抽屉原理

将 n 个物品放入 k 个抽屉，则其中有一个抽屉至少包含大于等于 n
k 个物品,

也至少有一个抽屉包含小于等于 n
k 个物品。

抽屉原理是常用的进行构造的方法。
在很多构造题中，当出现要求至少（至多）的情况时，可以考虑使用抽屉

原理。
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例题

Errich Tac Toe

考虑将棋盘上的每个点 (r, c) 按照 r + c 模 3 的余数进行分类，则我们可
以发现连续的 3 颗棋子模 3 的余数一定分别为 0, 1, 2。

按照这样一个分类，我们很容易想到，只要我们把两类分别设置为 O 和
X，则一定能满足连续三颗棋子不同的条件。

如何满足改变棋子数量不超过 1
3
的条件呢，这时候我们就可以考虑抽屉

原理了：
考虑有三种方案：将第 0 类棋子的 X 改成 O，第 1 类棋子的 O 改成 X；

将第 1 类棋子的 X 改成 O，第 2 类棋子的 O 改成 X；将第 2 类棋子的 X 改
成 O，第 3 类棋子的 O 改成 X。
这三种方案架加起来的改变次数恰好为 k，则根据抽屉原理，一定有至少

一种方案改变次数小于等于 1
3
。
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NOIP 杂项选讲
构造

例题

Ehab’s Last Corollary15

给出一个无向图，要找到一个恰好为 ⌈ k
2
⌉ 个点的独立集或找到一个长度

不超过 k 的简单环。
3 ≤ k ≤ n ≤ 105,n − 1 ≤ m ≤ 2× 105

15Codeforces 649D
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构造

例题

Ehab’s Last Corollary

在图上考虑构造问题时，有时会尝试使用 DFS 树的方法。
DFS 树即通过 DFS 构建出来的树，在无向图中具有只有返祖边，没有横

叉边的性质。
在这题中，我们考虑该图的 DFS 树。
对于树上的每条非树边（即返祖边）(u, v)，若 u, v 的深度之差小于 k，则

能构成一个长度不超过 k 的简单环。



NOIP 杂项选讲
构造

例题

Ehab’s Last Corollary

否则，只有可能有两种情况：
一种情况为没有非树边，即为一棵树，则直接二分图染色，取其中较大的

哪个集合即为独立集。
一种情况为有非树边但没有深度差在 k − 1 以内的非树边，则取深度最大

的点和其 2, 4, . . . , 2⌈ k
2
⌉ − 2 级祖先即可

这样构建出来的均为满足条件的独立集。



NOIP 杂项选讲
构造

例题

Strange Housing16

给出一个无向图，要选择一个点集满足这个点集内的点之间没有边，且通
过至少有一个点在点集内的边可以联通整张图。

n ≤ 3× 105,m ≤ 3× 105

16Codeforces 694D
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构造

例题

Strange Housing

对于一部分题，我们可以考虑使用递归的方法进行构造。

假设我们已经考虑了前 n − 1 个点且满足条件，下面考虑第 n 个点。
如果第 n 个点与之前点集中的点有连边，则不用加入点集；否则直接加入

点集满足条件。
这种方法是否有问题？
没有考虑前 n 个点的连通性！
我们按照 DFS 序进行这个过程即可。
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NOIP 杂项选讲
构造

例题

Boring Game

有一个长度为 n 的序列 a[1] . . . a[n]，你想把它变成 b[1] . . . b[n]。
你可以进行一种操作：选取一个 1 < t < n，把 (a[t − 1], a[t], a[t + 1]) 变

成 (a[t − 1] + a[t],−a[t], a[t] + a[t + 1])�
你可以进行任意次操作，问是否可行（可以将 a 变成 b）



NOIP 杂项选讲
构造

例题

Boring Game

常见套路：考察数列的前缀和。

(a[t − 1], a[t], a[t + 1]) 的前缀和为
(s + a[t − 1], s + a[t − 1] + a[t], s + a[t − 1] + a[t] + a[t + 1])

(a[t − 1] + a[t],−a[t], a[t] + a[t + 1]) 的前缀和为
(s + a[t − 1] + a[t], s + a[t − 1], s + a[t − 1] + a[t] + a[t + 1])

即我们实际上可以交换除了最后一个位置外的任意两个前缀和。
所以只需要将前缀和数组除最后一位外排序比较即可。
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NOIP 杂项选讲
构造

例题

绯色 IOI（抵达）17

有一个 n 个点的完全图。第 i 个点有点权 v[i]，连接第 i 个点和第 j 个的
边边权为 (v[i]− v[j])2。求一个边权和最小的哈密顿回路（即经过每个点恰好
一次的回路）。

n ≤ 100000。

17loj 521



NOIP 杂项选讲
构造

例题

绯色 IOI（抵达）

首先将 v 排序，设 v[1] ≤ v[2] ≤ · · · ≤ v[n]。
考虑将回路分为两部分，1 到 n 的和 n 到 1 的，显然可以发现，1 到 n

走的一定是编号递增的路径，n 到 1 的一定是编号递减的路径。
如果走了 a− > c− > b− > d(a < b < c < d)，则

(v[a]−v[c])2+(v[c]−v[b])2+(v[b]−v[d])2 >= (v[a]−v[b])2+(v[b]−v[c])2+(v[c]−c[d])2

所以调整为 a− > b− > c− > d 不会变劣。



NOIP 杂项选讲
构造

例题

绯色 IOI（抵达）

设 1 到 n 的路径上的点为 A，n 到 1 路径上的点为 B。考虑证明一个更
强的性质，对于每个 i ∈ [2,n − 2]，i 和 i + 1 不全在 A 中，也不全在 B 中。
若 i, i + 1 均属于 A，设 p, q 满足 p < i，i + 1 < q 且 p、q 在 B 中（即跨

过 i,i+1 这段的 B 边），我们将 (p, q),(i, i+1) 改为 (p, i+1),(i, q)，可以发现
答案不会变劣。
证明：设 v[i]− v[p] = a,v[i + 1]− v[i] = b,v[q]− v[i + 1] = c，那么原来和

为 (a + b + c)2 + b2，现在为 (a + b)2 + (b + c)2，容易看出和变小了。
所以我们可以发现，边 (1, 2), (n − 1,n), (1, 3), (2, 4), (3, 5) . . . (n − 2,n)

即为最优解。



NOIP 杂项选讲
构造

例题

Modulo Matrix 18

给定 n，要求构造一个 n × n 的矩阵，矩阵内的元素两两不同，且任意相
邻的两个元素 x, y，满足 max(x, y) mod min(x, y) 等于一个非零常数。

n ≤ 500,1 ≤ 矩阵中的元素 ≤ 1015。

18AGC 027D
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构造

例题

Modulo Matrix

如何使得 max(x, y) mod min(x, y) 为常数？

考虑将棋盘黑白染色，在黑格上填上一些不同的数，在白格上填上周围的
数的 lcm 的一个倍数 +1。

一种简单的填黑格方法是全填不同质数，但是这样显然超出了 1015。
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Modulo Matrix

考虑在每个黑格上填上两个质数之积。

如图，在每条对角线上各选取一个质数，黑格上填上两种方向对角线上质
数的乘积。这样每个白格的值就是四个小质数的乘积 +1，可以通过。
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NOIP 杂项选讲
构造

例题

Misaka Network 与测试 19

有一个 n*m 的矩阵，每个位置可能会有 0、1、2、3，你需要选取最多的
互不相交的子矩阵（即每个位置最多被一个子矩阵包含），满足每个子矩阵中
的数不含有 0，且每个子矩阵位置上的数平均数为 2。

n × m ≤ 105。

19loj 569



NOIP 杂项选讲
构造

例题

Misaka Network 与测试

考虑调整法。

如果某个子矩形中含有 2，那么我们把该子矩形换成这个 2 不会变劣。
考虑不含有 2 的子矩形，由于它们的平均数为 2，那么必然又有 1 又有 3。
考虑只包含 13 的子矩形，必然存在一对位置相邻的 1 和 3。
我们把该子矩形换成这两个相邻的不会变劣。
那么我们就只要考虑所有矩形要么是 2，要么是相邻的两个 13 的情况了。
使用 dinic 二分图匹配即可。
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NOIP 杂项选讲
其他乱搞方法

常数优化

常数优化

优化算法的常数有时能产生意想不到的效果。

当然，算法常数过大也可能会产生意想不到的效果。
一般而言常数优化可以考虑尽量访问连续的内存。
调用数组其实有一个寻址的过程，但如果你连续调用连续一段下标，寻址

的过程将会变的很快。
常见方法有:
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常数优化

常数优化

调整循环顺序, 让最里面的循环调用最后一层下表，如矩阵乘法，状压 dp，
倍增等。

重新编号，例如把一条斜线标号成连续一段。
减少递归调用，有些题目保证树上 fa[i] < i，那么我们树形 dp 时可以从

编号大的向编号小的转移，或者要多次树形 dp 时，可以在 dfn 上转移。
能用树状数组就不要用线段树。
用树链剖分求 LCA 比倍增更快。
对于模数在 int 范围内的运算，尽量不用 longlong，必要时甚至可以用

short; char 来加速。
使用循环展开，展开层数一般展开 4 层（我的经验）。
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编号大的向编号小的转移，或者要多次树形 dp 时，可以在 dfn 上转移。
能用树状数组就不要用线段树。

用树链剖分求 LCA 比倍增更快。
对于模数在 int 范围内的运算，尽量不用 longlong，必要时甚至可以用

short; char 来加速。
使用循环展开，展开层数一般展开 4 层（我的经验）。
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对于某些结论题，可以考虑暴力算出答案后尝试找规律，如:[NOIP2017
提高组] 小凯的疑惑、[NOIP2018 提高组] 填数游戏

对于某些计数题，可以暴力打出前几项找规律。
更重要的是，对于考试中某些不确定的结论，如果造数据较为方便的话，

尝试造数据暴力验证。



NOIP 杂项选讲
其他乱搞方法

打表找规律

打表找规律

对于某些结论题，可以考虑暴力算出答案后尝试找规律，如:[NOIP2017
提高组] 小凯的疑惑、[NOIP2018 提高组] 填数游戏

对于某些计数题，可以暴力打出前几项找规律。

更重要的是，对于考试中某些不确定的结论，如果造数据较为方便的话，
尝试造数据暴力验证。



NOIP 杂项选讲
其他乱搞方法

打表找规律

打表找规律

对于某些结论题，可以考虑暴力算出答案后尝试找规律，如:[NOIP2017
提高组] 小凯的疑惑、[NOIP2018 提高组] 填数游戏

对于某些计数题，可以暴力打出前几项找规律。
更重要的是，对于考试中某些不确定的结论，如果造数据较为方便的话，

尝试造数据暴力验证。



NOIP 杂项选讲
其他乱搞方法

其他乱搞方法

其他乱搞方法

该题目有无解情况，且没有多组数据，需要输出-1 或 No，直接输出，一
般有 10 分，可能更多。

比如 NOIP2012 文化之旅, 该题目需要你输出在满足题目限制条件下的最
短路径，由于存在无解情况，输出-1 即可得到 10 分。

在写暴力时使用记忆化，如果出题人重复查询某个范围较大的区间，则可
能可以获得额外的分数。
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OI 中同学往往都只在乎正解，无论是网络的刷题网站还是一些模拟考很
多都只在乎正解的打法。

但在实际的考试中，无论是联赛、省选还是全国赛，真正能在考场上做出
正解的题目往往并没有那么多。

如何拿到/多拿部分分实际上是很重要的方法。
在这其中，随机化就是其中很重要的方法之一。
不仅如此，随机化和组合构造也往往出现在一些题目的正解中，作为正解

的一部分（甚至很多时候是一个关键的思考点）。
有时应用这些方法可以为解题打开一个新的思路。
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The End

祝大家 NOIP 考试顺利！
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