
堆和并查集



堆

• 堆是一棵完全二叉树。
• 对于大根堆，每个节点的权值比它的两个子节点（若存在）都大。
• 对于小根堆，每个节点的权值比它的两个子节点（若存在）都小。
• 一般来说给节点编号为1至n， � 号节点的子节点为 2� 和 2� + 1 。



• 加入新元素？
• 逐层向上判断是否需要与父节点交换即可。
• 大根堆：
• void add(int v)
• {
• t[++n]=v;
• 从n开始自底向上：
• 若比父节点更大则向上交换
• }



• 删除堆顶元素？
• 先将 1 号节点与 � 号节点交换，再从 1 号点逐层向下，每次判断

是否需要与更大的子节点交换即可。
• 大根堆：
• void pop()
• {
• swap(t[1],t[n]);
• n--;
• 从1开始自顶向下：
• 若小于子节点中更大的那个则与之交换
• }



堆排序

• 堆排序就是逐个插入 � 个元素，再弹出 � 次栈顶元素的过程。



实际应用

• 一般使用STL的priority_queue（优先队列）。
• 该容器默认为大根堆。
• 如何变为小根堆？
• 1.
• priority_queue<typename,vector<typename>,greater<typename> >
• 2.
• 若对自定义结构体建堆，重载小于运算符时按着大于的逻辑来即

可。



• 能否删除堆中任意元素（而非堆顶元素）？
• 若知道删除元素在堆中的位置，仿照删除堆顶即可。
• 若不知道，无法快速找到对应位置。
• 解决办法：另开一堆存放被删除元素。
• struct Heap
• {
•     priority_queue<int> A,B;//B存放删除元素
•     void push(int x){A.push(x);}
•     void del(int x){B.push(x);}
•     int top(){while(A.top()==B.top())A.pop(),B.pop();return A.top();}
•     void pop(){while(A.top()==B.top())A.pop(),B.pop();A.pop();}
• };



• 如何支持合并两个堆？
• 每次选择较小的堆，将其元素一一取出，并一一插入较大的堆中。
• 复杂度？
• 若元素总数为 � ，则每个元素被这样插入一次，其所在的堆的大

小会至少翻一倍，因此每个元素至多被插入 � ����  次，复杂度
就是 � ����2�  。

• 可并堆（左偏树）暂不介绍，有兴趣的可以了解一下。



• 习题1
• 你需要经营一个只卖一种货物的商店，初始时没有库存，共有 � 

天，事先知道了第 � 天上午进货量为 �� ，以及第 � 天中午会有一
名购买量为 �� 的顾客。求最多能满足多少顾客的需求。

• � ≤ 105



• 按天数顺序考虑每个顾客，能满足就满足，否则考虑反悔之前某
一个已经满足的顾客。

• 显然是选择之前满足过的顾客中需求最大的一个，在当天顾客需
求更小时选择反悔。

• 大根堆维护即可。

• bzoj2802



• 习题2
• 有 � 个人，每个人有一台电脑，第 � 个人的电脑的初始电量为 �� ，

每过一分钟会消耗电量 �� 。
• 你有一个充电器，每分钟只能给一个人的电脑充电量为 � 的电，

你需要最小化这个 � ，能让前 � 分钟所有人的电量都不小于0。
• 注意电量没有容量限制，可以任意地充电。
• � ≤ 105



• 显然可以二分答案，考虑对于固定的 � 判断合法性。
• 第一分钟应该给哪个人充电？

• 应当选择当前最快没电的人，也就是   ��
��
 + 1 最小的人。

• 用 �� 记录当前第 � 个人被充电的次数。
• 用小根堆维护每个人当前没电的时间，从1到 � 枚举时间，每次

取出堆顶，若堆顶的没电时间小于当前时间，说明二分的 � 不合
法；否则，设堆顶是第 � 个人，弹出堆顶， �� ++  ，将
   ��+��×�

��
 + 1 入堆。

• cf1132D



• 习题3
• 一张有向无环图，求出一个拓扑序，使得：
• 1.1号点在拓扑序中的位置尽可能靠前。
• 2.满足1的前提下，2号点在拓扑序中的位置尽可能靠前。
• 3.满足1，2的前提下，3号点在拓扑序中的位置尽可能靠前。
• …以此类推

• � ≤ 105

• 3 2
• 1 3
• 1 2

• 1 2 3



• 考虑拓扑序的求法，维护一个入度为0的队列，每次取出一个元
素并更新其出边指向的点。

• 每次从队列中取最小元素？
• 显然不对，反例如图所示。
• 最优为  1,4,2,3  而非  1,3,4,2  。
• 按拓扑序从前往后来看，某一时刻能选择的两个点，并不一定是

选较小的更优。
• 按拓扑序从后往前来看，根据题意，我们应当让更小的点出现地

尽可能晚，每次应当取尽可能大的点。
• 因此，我们对原图的反图跑拓扑排序，用大根堆维护队列，每次

取最大的点放入拓扑序，最后翻转输出即可。

• bzoj4010



• 习题4
• 给定一棵 � 个节点的有根树， � 号节点有点权 �� 。你需要求出一

个尽可能大的点集，使得对于点集中的任意两点 �, � ，若 � 是 � 
的祖先，则 �� > �� 。

• � ≤ 105

• 该图点上的值为 �� 。
• 若选择根节点，总共只能选两个节点。
• 若不选根节点，则可以选所有三个子节点。

• 提示：考虑树为一条链的情形。



• 若树是一条链，则等价于求一个最长上升子序列。
• 求法众多，选哪一种？
• 设 �� 表示上升子序列长度为 � 时，末尾元素的最小值，每次加入

元素时，在 � 序列中二分并替换。
• 扩展到树的情形？
•  �� 表示在当前子树选择的点集大小为 � 时，点集中最大的点权 � 

的最小值。
• 合并节点 � 的所有子树的 � ？
• 子树之间没有影响，因此把所有子树的 � 中所有元素都扔到一起

排序即可，最后把 �� 在其中二分并替换。
• 把每个 �� 想成是每次多选一个节点的点权，显然是按点权从小到

大选点，更好理解上述合并方式的正确性。
• 用multiset存储 � ，并使用启发式合并。 � ����2�  
• bzoj4919



并查集

• � 个点，两种操作：
• 1.加一条双向边  �, �  。
• 2.询问两点 �, � 是否连通。



• int find(int x){return fa[x]==x?x:fa[x]=find(fa[x]);}
• void link(int x,int y){fa[find(x)]=find(y);}
•  ���� �  称为 � 所在连通块的代表元素，或者是该连通块的根。
• 两个节点在同一个连通块中，也就是它们的根相同。
• 路径压缩：把find路径上的点都直接挂到根上，从而减小fa结构的

深度。
• 复杂度为 � �� �   ， � �  可认为是一个非常小的常数，图示如

下：



最小生成树

• 求一个带边权的无向连通图的最小生成树。
• 按边权排序逐个加边，若当前边的两个端点未连通则加边。
• 用并查集来维护连通性。



• 习题5
• 有 � 个人， � 个冲突关系 ��, ��, �� 表示若第 �� 个人与第 �� 个人

分到了一组，他们之间会发生冲突值为 �� 的冲突。
• 你需要把所有人分为两组，使得冲突值最大的冲突最小。
• �,� ≤ 105



• 按冲突值从大到小尽可能化解冲突，也就是分到不同的组。
• 若 � 与 � 不同组， � 与 � 不同组，则 � 与 � 必须同组。
• 设 � 所在连通块表示当前必须与 � 同组的人。
• 设 � + � 所在连通块表示当前必须与 � 不同组的人。
• 对于每个冲突 �, � ，若 � 与 � 连通，或 � + � 与 � + � 连通，则该

冲突无法避免，否则 ���� �, � + � , ���� �, � + �  。

• NOIP2010



• 习题6
• 有 � 个人，每个人至少要 �� 分，但每个人的分不能相同（且都要

是整数），因此只能给某些人额外加一些分数。
• 求一个使总额外加分最少的方案。
• � ≤ 105, �� ≤ 1018

• 3
• 5 1 1

• 5 1 2



• 这题做法非常多，这里讲一个并查集做法。
• 并查集除了普通地维护图的连通性之外，也可以维护序列，从某

位置开始的满足某些要求的左边界和右边界。
• 在这题中，设 �� �  表示从 � 开始，向右的连续段的右端点。
• 比如若3，4，5都被用过，6没有被用过，则 ���� 3 = ���� 4 =
���� 5 = 5 。

• 当前考虑第 � 个人，若 �� 未被选择，就选择 �� ，否则选择
 ���� �� + 1 。

• 也就是，每个人贪心地取这个连续段更右一位的位置即可。
• 选完 � 之后要连接 � − 1 与 � ， � 与 � + 1 （若存在的话）。
• 用map存fa。

• cf379C



• 习题7
•  � 个点， � 条边，第 � 条边连接 ��, �� ，并有一个区间  ��, ��  。

找一条从 1 号点到 � 号点的路径，使得路径上的所有边的区间的
交集尽可能大。

• �,� ≤ 3000

• 4 4
• 1 2 1 10
• 2 4 3 5
• 1 3 1 5
• 2 4 2 7
• 选择第1条边和第4条边，交集为  1,10 ∩  2,7 =  2,7  最大。



• 枚举最终交集的左端点 � ，对于所有 �� ≤ � 的边，按 �� 从大到小
加入并查集，等到 ���� 1 = ���� �  时停止，此时就找到了该
左端点对应的最大右端点。

• cf366D



• 习题8
• 你与你的竞争对手去铺设一个 � 个节点的网络。
• 你的竞争对手已经给出了他的 � 条边，每条边都定好了边权。
• 你现在只有你的 � 条边的端点，边权还未确定。
• 你需要给你的 � 条边都确定一个边权，使得对于 � 个点和所有的
 � + � 条边，存在一个最小生成树包含你的所有 � 条边。在此基
础上，你的 � 条边的边权和应该尽可能大。

• �, �, � ≤ 105



• 首先，自己的 � 条边不能有环，否则一定有边选不上。
• 这样，自己的 � 条边会将 � 个点连成一个森林（若干棵树）。
• 按边权从小到大考虑竞争对手的所有 � 条边，若不连接同一棵树，

就将这两棵树连接，否则若有边连接同一棵树，考虑这条边的端
点在树上的路径，若树上的路径中有某条自己的边的边权比竞争
对手这条边的边权更大，那么那条树边就无法出现在最小生成树
里了。因此，对于这条路径上的所有树边，其边权都至多为竞争
对手这条边的边权。

• 由于按边权从小到大枚举，相当于每次给路径上未赋权的边赋一
个权。直接用并查集来维护，初始时不进行路径压缩，每次路径
赋权后再路径压缩到LCA上。

• cf1023F



可撤销并查集

• � 个点，三种操作：
• 1.加一条双向边  �, �  。
• 2.询问两点 �, � 是否连通。
• 3.删除上一条加入的边。



• 朴素的并查集为何不支持撤销？
• 路径压缩整体复杂度优秀，但单次复杂度可达 � �  （压缩一条

链），在此刻反复加边与撤销就会被卡掉。
• 放弃路径压缩？这样每次find需要沿着fa一直找到根。
• 如何保证路径的深度？
• 额外记录每个连通块的最大深度，连接时由深度小的连向深度大

的，连接深度相同的连通块时，注意让最大深度+1。
• 这样就能保证最大深度是 � ����  级别的。
• 如何支持撤销？
• 用一个栈记录对fa和dep的所有改动，发生撤销时，通过栈顶信息

来得知需要还原的内容。
• 复杂度降为 � �����  。



• inline void link(int x,int y)
• {
• x=find(x);y=find(y);
• if(x==y)return;
• if(dep[x]>dep[y])swap(x,y);//按深度连边
• if(dep[x]==dep[y])dep[y]++,stk[++top]=-y;//将dep修改压栈，负数表示dep变化
• fa[x]=y;stk[++top]=x;//将fa修改压栈，正数表示fa变化
• }
• inline void revoke(int x)//x是需要恢复到的栈顶位置
• {
• while(top>x)
• {
• if(stk[top]<0)dep[-stk[top]]--;//撤销dep修改
• else fa[stk[top]]=stk[top];//撤销fa修改
• top--;
• }
• }



• 习题9
•  � 个点，支持三种操作：
• 1.加边。
• 2.删边。
• 3.查询某两点是否连通。
• � ≤ 105

• 提示：将操作离线处理



• 删除的边不一定是最近加入的边了，无法方便地撤销。
• 将所有操作离线之后，若一条边在 � 时刻加入， � 时刻删除，那

么这条边在时间上就在  �, � − 1  这个线段中都存在。
• 把每条边按其时间线段打到线段树上的 � ����  个节点中，每个

线段树节点存一个vector，保存被打到这个点上的所有边。
• 考虑第 � 个时刻会出现的所有边，就是从线段树  �, �  这个叶子一

直往上直到根节点的所有线段树节点中存的所有边。
• 从线段树的根节点开始深度优先遍历这棵线段树，访问一个节点

时加入它存的所有边，离开一个节点时撤销它存的所有边。访问
到叶子节点时就可以知道对应时刻的连通性了。

• � ����2� 
• bzoj2049



• 习题10
• 一个长为 � 的序列，给出 � 个限制，第 � 个限制为序列的区间
  ��, ��  的和为 �� ，求是否存在满足所有限制的序列。

• �,� ≤ 1000
• 5 3
• 1 5 100
• 3 5 50
• 1 2 51
• NO
• 由  1,2  和为51，  3,5  和为50可推出  1,5  和为101，与第一条限

制矛盾。



• 设 ��� 为该序列的前缀和，则限制被修改为：
• ��� �� − ��� �� − 1 = ��

• 用并查集维护被限制联系的下标集合，设：
• � � = ��� � − ��� �� �  
• 若 �, � 不属于同一个集合，就合并并更新 � 。
• 若 �, � 在并查集中有同一个根 � ，我们可以先用 � 求出 � � −
� � , � � − � �  ，相减就得到 � � − � �  ，从而判断合法性。

• 当然，本题中只询问全局的合法性，完全可以先把所有边加上，
每个连通块任选一点开始dfs，此时 � �  表示 � 与该点的差，并
借此判断合法性。前述做法只是带权并查集的展示。

• bzoj1202



• 上题中带权并查集的find：
• int find(int x)
• {
• if(fa[x]==x)return x;
• int f=fa[x];
• fa[x]=find(f);
• d[x]+=d[f];//更新到根的权值和
• return fa[x];
• }
• 什么情况下可以使用带权并查集？
• 由a与b的权值关系，b与c的权值关系可以推出a与c的权值关系。
• 权值关系有类似可加性的性质。



• 习题11
• 一张 � 个点的无向图，给出全部 � 条边的两个端点以及出现时间

和消失时间，求对于所有的 � 个时刻，该图是否为二分图。
• 一张无向图是二分图，等价于该图中不存在奇环。
• �,�, � ≤ 105

• 3 3 3
• 1 2 0 2
• 2 3 0 3
• 1 3 1 2
• 0时刻时只有  1,2 ,  2,3  两条边，无奇环。
• 1时刻有  1,2 ,  2,3 ,  1,3  三条边构成的奇环。



• 在之前的习题中我们已经学会了将边按出现时间打到线段树上的
操作了，因此现在只需考虑如何判断是否为二分图。

• 一张无向图是二分图，等价于该图中不存在奇环。
• 考虑带权并查集， � �  表示 � 到 �� �  的路径长度的奇偶性，
 ���� �  表示 � 到根的路径长度的奇偶性。

• 加边  �, �  时，若两点不连通，设其根分别为 �, � ，且根据深度
应由 � 连向 � ，则 � � = ���� � ^���� � ^1 ，也就是从 � 走到
 � 需要沿着 � → � → � → � 路径。

• 若两点连通，若 ���� � ^���� � = 0 ，则 � 到 � 路径长为偶数，
加上边  �, �  形成奇环，不合法；反之则合法，且  �, �  这条边
可被当前 � 到 � 的这条长为奇数的路径替换（长度都是奇数），
因此可以直接忽略这条边。

• bzoj4025



• 习题12
• 一个 � × � 的矩阵 � ，有两种可能的操作：
• 1.选择一行，将该行的所有元素+1或-1。
• 2.选择一列，将该列的所有元素+1或-1。
• 现在告诉你所有操作结束后 � 个格子的最终值，求是否存在一个

满足条件的操作序列。
• �,�, � ≤ 1000



• 等价于第 � 行有一个 �� ，第 � 列有一个 �� ，最终矩阵中第 � 行第
 � 列的元素就是 �� + �� 。

• 考虑一个条件：第 � 行第 � 列的元素最终值为 � ，也就是：
• �� + �� = �
• 设 �� = ��, ��+� =− �� ，则条件改写为：
• �� − ��+� = �
• 与之前的bzoj1202完全相同，带权并查集或dfs解决。

• bzoj4500



• 习题13
• 一张 � 个点， � 条边的无向图，每条边有一个边权。
• 求出一棵该图的生成树，使得最小的没有出现在其边权集合中的

自然数尽可能小，输出这个最小值。
• �,� ≤ 105

• 3 3
• 1 2 0
• 2 3 1
• 2 3 2
• 1
• 选择连接  1,2  ，边权为0的边和连接  2,3  ，边权为2的边。



• 先考虑0是否能成为答案，即是否存在一棵不含0边权的生成树。
• 把所有非0边加入，看整个图是否连通即可。
• 若0不是答案，则考虑1是否能成为答案。
• 此时可把0边全部加入，大于1的边也全部加入，看图是否连通。
• 继续讨论可以发现，我们要求的就是对于每一个边权 � ，判断用

所有边权不为 � 的边能不能使整个图连通。
• 整个图连通就是连通块数量为1，可在并查集发生合并时维护。
• 分治+并查集，按边权分治，先把右半边的所有边加入，分治左

半边，然后撤销并把左半边的所有边加入，分治右半边。这样每
当分治到叶子时，其余所有边权的边都加入了并查集。



• 习题14
• 一张 � 个点， � 条边的无向图，每条边有端点 ��, �� ，长度 �� ，

高度 ℎ� 。
• 多次询问，每次给你一个 � 和一个 � ，从节点 � 出发，开车经过

任意的 ℎ� ≤ � 的边到达一个节点 � ，然后从节点 � 开始，步行前
往1号节点。最小化步行总长度。

• �,� ≤ 105

• 提示：将询问离线



• 题目分为两部分。
• 第一部分为在由 ℎ� ≤ � 的边连成的， � 所在的连通块中找一个点
 � ，第二部分为计算从 � 到1的最短路。

• 先计算1号点出发到 � 的单源最短路 �� 。
• 将所有询问按 � 从小到大排序，不断地加入 ℎ� ≤ � 的边，并维护

连通块内的 �� 的最小值。



• 习题15
• 题面同上一题，但强制要求在线回答询问。

• 一张 � 个点， � 条边的无向图，每条边有端点 ��, �� ，长度 �� ，
高度 ℎ� 。

• 多次询问，每次给你一个 � 和一个 � ，从节点 � 出发，开车经过
任意的 ℎ� ≤ � 的边到达一个节点 � ，然后从节点 � 开始，步行前
往1号节点。最小化步行总长度。

• �,� ≤ 105



• 可持久化并查集？有更简单的做法么？
• 考虑一棵这样的树， � 个节点都作为叶子节点，在按 ℎ� 加边时，

每次若合并了两个集合，就新建一个点权为 ℎ� 的点，表示这两个
集合的根节点的父亲。

• 该图表示了以 ℎ� = 1 连接  1,2  ，再以 ℎ� = 2 连接  2,3  后该树
的形状。

• 可以发现，任取该树的某个子树，设子
• 树的根的点权为 � ，这个子树的所有叶
• 子就是一个由 ℎ� ≤ � 组成的连通块。
• 对于每一个询问  �, �  ，从叶子 � 开始，
• 倍增找到不超过 � 的最浅的祖先，其子
• 树即为所求的连通块，预处理子树最小值即可。
• uoj393


