
序列杂题选讲



课后练习

•给定n个区间[ai,bi]，这些区间的并可以表示为一些不相交的闭区
间的并。你的任务就是在这些表示方式中找出包含最少区间的方
案。（你的区间不一定从给定区间中选）

• 5

• 5 6

• 1 4

• 10 10

• 6 9

• 8 10

• [1,4],[5,10]



•按左端点排序。

•记录当前答案区间的左右端点 𝑙 = 𝑎1, 𝑟 = 𝑏1。

•若 𝑎𝑖+1 ≤ 𝑟则相交，更新 𝑟 = 𝑏𝑖+1，左端点不变。

•否则不相交，输出旧的答案区间，

•新的答案区间 𝑙 = 𝑏𝑖+1, 𝑟 = 𝑏𝑖+1。



•给定n和n个区间[ai,bi]

•给定m，m个人，每个人有一个区间[ci,di]和一个ki。

•如果一个区间[ai,bi]被一个人的区间[cj,dj]包含，则这个人可以选
择这个区间。

•每个区间至多被一个人选择，每个人至多选ki个区间。

•求是否所有区间都能被某个人选中。

• [1,3],[2,4],[3,5]

• [1,4],2

• [2,5],1



•对于左端点为1的区间，它们只能被左端点为1的人选择。

•左端点为2的区间，能被左端点为1或2的人选择。

•将所有人和区间按左端点排序，相同时把人排在前面。

•按顺序枚举，若枚举到了区间，则需要在它之前的人里选出一个
𝑑𝑗 ≥ 𝑏𝑖 的人，同时 𝑑𝑗 应尽量小。

•对人维护一个set，枚举到人时加入pair(di,ki)，枚举到区间时查找
最小的 𝑑𝑗 ，且 𝑑𝑗 ≥ 𝑏𝑖 ，让他的k--，若k=0则移出set。



课后练习

•给定n和n个数ai。

•求长度最大的区间[l,r]，满足：

• a[l]是该区间中的最小值（没有之一）

• a[r]是该区间中的最大值（没有之一）

• 5

• 1 2 3 4 4

• [1,4]



•左端点l满足： 𝑎𝑙 = min 𝑎𝑙 , 𝑎𝑙+1, … , 𝑎𝑟 。

•从左往右枚举右端点r，记录满足上述条件的所有左端点。

•从小到大列为 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑘 。

•对于下一个元素 𝑎𝑟 ，若 𝑎𝑟 ≤ 𝑏𝑘 ，则 𝑏𝑘 不再满足前述条件。

•若 𝑎𝑟 ≤ 𝑏𝑘−1，则 𝑏𝑘−1不再满足前述条件。

•调整b序列，直至 𝑎𝑟 > 𝑏𝑖 ，将 𝑏𝑖+1 = 𝑎𝑟 。

•右端点满足条件？

•设在r之前最近的>=a[r]的位置为x，则左端点大于x即可。

•在b序列中二分x的位置。

•如何找到x？

•类似维护b序列，换一个方向，维护一个c序列。



单调栈

• {3,4,2,5,1}

• {3}

• {3,4}

• {2}

• {2,5}

• {1}



•给定n和长为n的序列ai。

•对于一个x，选择ai的代价为 𝑎𝑖 − 𝑥 。

•给定代价之和的上限B，求出一个x，使得选择的ai最多。

• 5 6

• 1 2 10 12 14

• x=12，选择10，12，14



•对ai排序后，选择的ai一定是在一个区间[l,r]内的。

•若确定了区间，代价之和为 𝑓 𝑙, 𝑟 = σ𝑖=𝑙
𝑟 |𝑎𝑖 − 𝑥| 。

•要使其最小，x一定选在这些ai的中位数。

•假设对于当前左端点L，求出了最大的R满足f(L,R)<=B。

•在L变大的情况下，对应的满足f(L,R)<=B的最大的R不会减小。

•枚举L，维护最大的满足f(L,R)<=B的R。

• two pointers



•给定n和n个正整数ai。

•至多m次操作，每次可以把一个大于0的ai减1。

•你的目标是，存在某个ak=0的前提下，最小化max 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1

• 16 15

• 8 7 6 5 5 5 5 5 6 6 7 8 9 7 5 5

• 0 2 4 5 5 5 5 5 6 6 7 8 9 7 5 5



•二分答案x。

•没有ak=0的限制？

•只能减少ai。

•从左往右， 𝑎𝑖 = min 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖−1 + 𝑥 。

•从右往左， 𝑎𝑖 = min 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+1 + 𝑥 。

•某位置ak为0？

• p*x,(p-1)*x,…,x,0,x,2*x,…

•对于a[i]>(k-i)*x，a[i]=(k-i)*x（i<k)

•对于a[i]>(i-k)*x，a[i]=(i-k)*x（i>k)

•随着k的递增，满足条件的区间左右端点都递增。

• two pointers



课后练习

•给定n个n个区间[ai,bi]，和一个m。

•你需要选择m个区间，在保证它们至少有一个公共点的前提下，
最小化选出的区间长度的极差。

• ai<=x<=bi

• max(bi-ai)-min(bi-ai)



•选m个区间包含共同点等价于选若干区间，每个区间内所有位置
+1，存在某个位置大于等于m。

•按长度对区间排序，在长度最小值为L的前提下，向右枚举R，直
到某位置被覆盖至少m次。

• L递增时，R单调不降。

• two pointers + 线段树维护区间和、最大值



•给定n，一个仅含a和b的长为n的字符串，和一个k。

•可以改变至多k个字符，求改变后最大的连续相同字符的数量。

• 8 1

• aabaabaa

• 5



•二分答案x。

•枚举所有长度为x的区间，前缀和求得a数量和b数量，看较小的
那个与k的关系。



•给定n和长为n的序列a。

•定义f[l,r]为区间[l,r]内的不同元素数量。

•随机选取l和r，求f[l,r]的期望。

• 1 1 2

• f[1,3]=2



•对于区间内的相同元素，只会产生一次贡献。

•把它记在区间内最靠左的该元素上。

•对于任一元素ai，记前一个与它相同的元素位置是last，则它能产
生贡献的区间左端点为last+1到i，右端点为i到n。



课后练习

•数轴上有n枚不能动的棋子，位置分别为ai。

•你有一枚可移动的棋子，设其当前位置为x，你可以将其移动到y，
当：

• 1.恰有一枚不能动的棋子在x与y之间

• 2.该不能动的棋子到x和到y的距离相等

• 3.y<x

•类似于跳棋，只能隔着一个棋子往左跳。

•多次询问，每次给定初始位置，求最多能跳几次。



•考虑两枚相邻的不动棋子 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+1之间的区域。

•最大跳跃次数相同的位置一定组成连续区间。

•假设维护了该结构，现在考虑 𝑎𝑖+2，下一枚不动棋子。

•显然会先进行一次翻转。

•若 𝑎𝑖+2 − 𝑎𝑖+1 < 𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖 ，则会删去结尾若干段。

•反之，则会在结尾加上跳跃次数为0的一段。

• 1.不计跳跃次数，而记最终跳跃到的目标（在哪两个棋子之间）。

• 2.每一段记录长度。

•离线询问，在枚举到对应的区间时处理，找到询问位置所在的段。



•如何查找？

•如果能维护出前缀和，就可以二分了。

•如何维护该结构？

•不考虑翻转，而是在两端进行操作。

• 1.前端插入，后端插入

• 2.前端删除，后端删除

• 3.求前缀和，求后缀和

•只记前缀和以及总和。

•对于后端的插入和删除，正常维护前缀和。

•对于前端的插入和删除，相当于对所有前缀和产生影响。

•用一个懒标记存储。



课后练习

•给定n和长为n的序列a。

•求其严格上升子序列（可以不连续，至少2个数）的个数。

•相同的子序列只算一次。

• 4

• 1 2 3 3

• {1,2}{1,3}{2,3}{1,2,3}



•不考虑重复？

• f[i]表示以ai为结尾的上升子序列个数。

• 𝑓 𝑖 = σ𝑗<𝑖,𝑎 𝑗 <𝑎[𝑖]𝑓[𝑗]

•离散化后，树状数组优化。

•如何考虑重复？

•若之前已经计算过以数值c结尾的答案，当前ai也是c，那么前述
计算方法会将之前的答案再加一遍。

•记录每个数值上一次作为结尾的答案。

•先按前述方法计算，减去该数值上一次的答案后，就是这一次产
生的新的子序列个数。



• n瓶牛奶，每瓶牛奶有一个保质期ai，ai天之后就会过期。

•每天会喝k瓶，具体地，每天会选择最接近过期的k瓶。

•如果某天有牛奶过期，就失败了。

•在第一天开始之前有一次购物，商店里有m瓶牛奶，每瓶牛奶的
保质期为bi。

•你需要买尽量多的牛奶，同时要保证喝牛奶计划的成功。

• 3 6 2

• 1 0 1

• 2 0 2 0 0 2

• 3

• 1 2 3



•对于所有的t，保质期不超过第t天的牛奶总数小于等于t*k，计划
就是成功的。

•让所有牛奶尽可能晚地喝。

•按保质期从大到小考虑商店里的牛奶bi。

•若当前<=bi的牛奶总数小于bi*k，则可以选择。

•反例？

• 4 1 2

• 0 1 1 1

• 0

•要考虑到所有>bi的天数，每一天都有一个限制

• 𝑡𝑚𝑝 = min 𝑡𝑚𝑝, 𝑏𝑖 × 𝑘 − 𝑛𝑢𝑚≤𝑏𝑖

•选择之后，tmp--



课后练习

•给定长为n的字符串s和t。

•一次操作s->s’：

•从左往右，对于每个s’[i]，可以设为s[i]，也可以设为s’[i-1]。

•目标：最少的操作次数将s转化为t。

• abcde

• aaacc

• abcde->aaccc->aaacc



•一段连续字符可在一轮之内完成。

• t中的字符tj，从s中的si传播过来（i<j且s[i]=t[j])

•什么情况下需要多次操作？

•右侧被需要传播的字符阻挡了。

•对于最右侧的传播，

•第一轮就传到最靠右侧。

•每一个传播过程都应尽量靠右。



•从后往前维护传播路径的转折点序列。

•对于下一条传播路径si->tj，

•根据j来删除末尾若干个转折点，

•根据i来增加开头的一个转折点。



•给定n和长为n的序列a。

•一次操作：将a的某个元素+1或-1。

•求：最少几次操作，使得a严格上升。

• 5

• 5 4 3 2 1

• 12

• 1 2 3 4 5



•如果是不严格上升？（即可以相等）

•最终a序列的每个元素一定都是初始a序列的某个元素。

• f[i][j]：前i个元素不严格上升，最后一个元素被调整为初始序列第
j大的元素，所需的最小操作次数。

• f[i][j]=f[i-1][k]+abs(a[i]-b[j])（k<j）

•记一下前缀min

•考虑严格上升？

•令a[i]=a[i]-i，就转化为了不严格上升。



Slope Trick

•分段线性凸函数：

•只记录最右边的一段f(x)=2x-1，以及断点集合。

•断点出现次数为斜率在该点上改动的大小。

• {-1,-1,1}

•函数相加？

•最右端函数相加，断点集合合并。



Slope Trick

•以j结尾：

• 𝑓 𝑖 𝑗 = min
𝑘≤𝑗

𝑓 𝑖 − 1 𝑘 + 𝑎 𝑖 − 𝑗

•记𝐹𝑖 𝑥 = 𝑓 𝑖 𝑥 ，𝐺𝑖 𝑥 = min
𝑘≤𝑥

𝐹𝑖−1 𝑘

• 𝐹𝑖 𝑥 = 𝐺𝑖 𝑥 + 𝑎 𝑖 − 𝑥

•绝对值为分段线性凸函数，取min能保证该性质。

• 𝐹𝑖 𝑥 , 𝐺𝑖(𝑥)均为分段线性凸函数。



Slope Trick

•本题中求最小值，对于凸函数，也就是斜率为0处。

• 𝑥 − 𝑎𝑖 =
𝑎𝑖 − 𝑥, 𝑥 ≤ 𝑎𝑖
𝑥 − 𝑎𝑖 , 𝑥 > 𝑎𝑖

•一个断点，斜率改变2，断点集合为 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖 。

•维护斜率<=0的断点，每次加入两个断点后，最后一段的斜率为1，
因此需删去最大的断点。

• {…,-3,-2,-1,0}->{…,-3,-2,-1,0,1}



Slope Trick

•右端函数？

•斜率为0，就是常数。

•用大根堆维护断点序列。

•每次加入两个 𝑎𝑖 ，弹出最大值 𝑡， 𝑎𝑛𝑠 += 𝑡 − 𝑎𝑖 。



•对于一个排列p和正整数k，定义f(p,k)=

• 𝑝2, 𝑝3, … , 𝑝𝑘 , 𝑝1 , 𝑝𝑘+2, 𝑝𝑘+3, … , 𝑝2𝑘 , 𝑝𝑘+1 , … , 𝑝𝑟𝑘+2, … , 𝑝𝑛, 𝑝𝑟𝑘+1
•也就是每个长为k的部分向前循环移一位（最后一部分可能不足k）

•给定n，p初始为{1,2,…,n}

•求f(f(…f(f(p,2),3)…,n-1),n)

• 4

• f({1,2,3,4},2)={2,1,4,3}

• f({2,1,4,3},3)={1,4,2,3}

• f({1,4,2,3},4)={4,2,3,1}



• 𝑝2, 𝑝3, … , 𝑝𝑘 , 𝑝1 , 𝑝𝑘+2, 𝑝𝑘+3, … , 𝑝2𝑘 , 𝑝𝑘+1 , … , 𝑝𝑟𝑘+2, … , 𝑝𝑛, 𝑝𝑟𝑘+1
•观察该式， 𝑝1移到了原本 𝑝𝑘+1的位置

• 𝑝𝑘+1移到了原本 𝑝2𝑘+1的位置

•所以只要改动这些位置即可，在序列头删去一个元素，序列尾添
加一个元素。

• σ𝑖=2
𝑛 𝑛

𝑖
= 𝑂 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛



课后练习

•给定n和长为n的序列a，一次操作为：

•选择一个区间[l,r]，将区间内的所有数替换为该区间的中位数。

•操作不超过k次，要使得最终a的最小值最大。

•长度为m的序列的中位数定义为第
𝑚

2
小的数。



•第一步显然是二分答案转化为01序列。

•设0的权值为-1，1的权值为1，则一次操作就是把一个权值和为正
的区间设为1。

•每次操作的区间一定会尽可能长，在不取[1,n]的情况下，权值和
一定是1，也就是1恰好比0多一个，因此每次操作减少的0会翻倍，
最多操作O(logn)次。

•对于操作的区间序列，后一个区间一定包含前一个区间，最后一
个区间是[1,n]。

• f[i][l][r]：第i次操作，能否将区间[l,r]全部变为1。

• f[i][l]：第i次操作，以l为左端点，最大的能全变为1的右端点。



•设g[l][r]表示l到r中0的数量乘以2，也就是全部变1后权值的变化。

•若第i次想要操作[l,r]，第i-1次操作了[p,q]，那么在l到r的权值和再
加上g[p][q]>0时可行。

•设权值前缀和为s[i]，也就是s[r]-s[l-1]+g[p][q]>0，s[l-1]-g[p][q]<s[r]。

•从后往前考虑每个区间，更靠右的，且贡献更小的区间不再有用。

•第i次操作合法的右端点r？

• r>=f[i-1][p]且s[r]>s[l-1]+g[p][q]

•记h(k)为s[r]>k的最大r

• h(s[l-1]+g[p][q])>=f[i-1][p]

• h单调，s[l-1]单调，g[p][q]单调，f[i-1][p]单调


